L. Euler: Meditationes circa singulare serierum genus. C. Suriano

LEONHARD EULER
RICERCHE SU UN PARTICOLARE TIPO DI SERIE
Traduzione italiana di Carmine Suriano®

Meditationes circa singulare serierum genus: Novi commentarii academiae scientiarum imperialis
Petropolitanae, 20 (1775) 1776.

Negli scambi epistolari, che un tempo usavo intrattenere con 1’illustrissimo signor Goldbach,
tra le altre riflessioni di diverso argomento, ci siamo intrattenuti ed abbiamo studiato a fondo le
serie della seguente forma generale:

1 1 1 1 1 1 I 1 1
1+ I+— |[+—|1+—+ + I+—+—+ +
2m 2n 3m 2)1 3}1 4111 2n 3)1 4)1

e abbiamo ricercato le loro somme. Nonostante serie di tale forma di solito capitano raramente, e
sembrano promettere poca utilita, tuttavia le ricerche che ci hanno condotto al loro studio si
estendono molto in 1a e forse possono anche condurre ad un importante utilizzo nell’analisi; esse ci
sembrano abbastanza utili da evitare che si dimentichino, cosi come il metodo, che in diverse
occasioni utilizziamo. Pertanto ho deciso di esporre vari metodi di somma non soltanto di questa
stessa serie, sebbene non sembri poco di per sé, ma anche di quelle che in quella corrispondenza
epistolare erano contenute di modo che i lettori possano scorgere una buona volta che tali ricerche
vanno attribuite per la massima parte all’ingegno dell’illustrissimo Goldbach. Si deducono tre
maniere potentissime in tal modo per risolvere tali serie, che in effetti sono molto diverse tra loro, e
ne spiegherd una in particolare con la quale, per quanto piaccia, si puod piu facilmente trovare la
soluzione.

Primo metodo per trovare la somma della serie di tal genere
1. Si abbiano due serie qualsiasi la cui somma converga:

l+a+b+c+d+e+ .... =t e
l+onrmorer ....=u
e si supponga che sia nota anche la somma convergente della serie

l+aa+bf +cy+do+ee+ ....=v

allora moltiplicando tra loro le due serie si ottiene

l+a(1+a) + b(1+o4p) + c(A+a+f+y) +... 1+aA1+a) +f(1+a+b) + K 1+a+b+c)+ .... = tu+ v

¥ Ringrazio Antonio Suriano (Liceo Classico “Lanza” — Foggia) per aver rivisto a fondo la traduzione.

1.
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il che ¢ chiaro di per sé, poiché nelle due ultime serie vi sono i prodotti dei singoli termini della
prima serie per i singoli della seconda; si nota poi che i prodotti dei diversi termini della prima serie

per i corrispondenti termini della seconda, ossia 11, aa, bf, c¥, dd, ... occorrono due volte e poiché
nel prodotto fu si trovano una sola volta, occorre aggiungere 1’altra serie vista.

2. Se siindica la somma della serie 1+ ZL’" + Lm + Lm +... continuata all’infinito con I Lm di
Z

modo che sia

1 1 1 1 1
I+—+—+—+—+..=|—
1+1 1+1 1+...=Il
2)1 3n 4n 5)1 Zn
e allo stesso modo la serie composta
1+ d + ! + ! + ! +..= I !
2m+n 3m+n 4m+n 5m+n Zm+n

e da esse formiamo le seguenti due, espresse nella forma proposta

1+L(I+Lj+i(l+ ! + lj+i(1+ ! + ! + 1j+...=P

2Wl 2n 3m 2n 3n 4Wl 2n 3}’! 4}’!

1+ ! (1+LJ+L(I+L+LJ+ ! (1+L+L+Lj+...=Q
2n 2Wl 3n 2m 3Wl 4n 2m 3m 4m

allora avremo, per il principio stabilito innanzi,

1 1

po-f k]

dal che se vogliamo ottenere la somma di queste altre due nuove serie, si pud assegnare la somma
anche di quell’altra serie. Ma sono note le somme delle serie

1 1 1 1 1
1+—+—+—+—+...:j—

ogni qual volta I’esponente m ¢ un numero pari. Tali somme sono state definite da me per mezzo
delle funzioni circolari; nei casi in cui m ¢ un numero dispari, si puo trovare facilmente il valore
approssimato a quello esatto.
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3. Quando gli esponenti m, n si assumono uguali si trova che le serie si accordano a due a due e
quindi in tal caso otteniamo la seguente sommatoria

1 1 1 1 1 1 I 1 1 1
I+—|1+— |+ —|1+—+ + I+—+—+ +”.=—-I
2" 2" ) 3" 2" 3t ) 4" 2" 3t 4" 2

Percio se poniamo i casi particolari che considereremo poi

P11
j+5.[z2n

1
Zl‘l

1+l+—+l+l++ =A= 1

Z
1 1 1 1 1
1+2—2+3—2+F 5—2+ :A:J-Z—z
1 1 1 1 1
il b

2
1+is+ii+iS is+ =D= =
22 3 4 5 Z

ed allo stesso modo pongo
.[Zié:E, j%:F, jzig:G, jZLQ:H, jz%:l,...

allora otteniamo le seguenti somme:

1+l 1+l +l 1+l+l +...=1AA+1A
2 2) 3 2 3 2 2
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dove conviene certamente ricordare che la somma A della prima serie ¢ infinita, mentre tutte le
altre sono finite.

4. Ma se gli esponenti m, n sono diversi tra loro allora si pu0 ottenere con questo metodo la
somma della forma che abbiamo visto, mentre non si puo0 calcolare separatamente con tale metodo
la somma di nessuna delle due, tuttavia si puo ottenere la somma congiunta delle due, come
abbiamo chiarito prima. Al fine di mostrarlo piu semplicemente e parimenti per indicarlo e
rappresentarlo in maniera compiuta, indicheremo la somma della serie

1 1 1 I 1 1 I 1 1
I+—|14+—|+—|1+—+ +—1+—+—+ +...
2m 2}1 3Wl 2}1 3Vl 4m 2}1 3}1 4}1

1
con il simbolo j —

7"y Z

cose, troviamo che sara

Izim(yl”]ﬂzl”(yi”’j:j%m'j;n +IZ,:+,,

1
(—mj . Notate queste
y

1 1
(—nj, cosi che, scambiati gli esponenti abbiamo j —

Se quindi la somma dell’una o dell’altra serie ¢ nota sara nota la somma della rimanente ed in pil
non si pud concludere da questo primo metodo cio che attraverso il secondo sara in seguito trovato.

Secondo metodo per trovare la somma delle serie di tal genere
5. Si vede che, mantenuta la notazione precedente, la quantita

N

4

+n

m
<

si riconduce alle seguenti serie infinite:
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1 1 1 1 1 1
+ + + +o.+ + + +..
-2 2m.3" 3".4" -2 2".3" 3".4"
1 1 1 1 1 1
+ + + +o.t + + +...
1-3"  2".4" 3.5 1-3" 274" 3" .5"
1 1 1 1 1 1
+ + + +o.+ + + +..
1-4" 2".5"  3".6" 1-4m  2".5" 36"
1 1 1 1 1 1
+ + + +o.+ + + +..
5" 2".6" 3".7" 5" 2".6" 3".7"
Fo Fo

e tutto il lavoro si ¢ gia ridotto a questo, poiché la somma delle singole serie si calcola facilmente;
osservare tale specifico genere di serie di per sé apre un campo molto fecondo, che per la sua
eleganza ci sembra degno di ogni attenzione, connesso non soltanto a quanto ¢ qui di nostro
interesse.

6. Ma tali somme non si riescono piu facilmente a calcolare dei singoli termini la cui forma ¢

ﬁ quando vengono risolte in fratti piu semplici. Ma di cio ho gia trattato nella
x"(x+a

Introduzione all’analisi infinitesimale, dove si vede che questa frazione si scompone nelle seguenti:

1 1 1 n(n+1) 1 nn+H(n+2) 1 1 1

om T 2 w2 5 Tt
a" x" 1-a"™ x" 1-2-a™ x" 1-2-3-a" x" a” (x+a)"
+ m 1 + m(m+l). 1 +m(m+1)(m+2). LI

l-a +1.()c+a)"_1_1.2.a’"+2 x+a)"? 1-2:3-a"  (x+a)"

dove nella seconda serie si deve considerare il segno + se m ¢ un numero pari, ed il segno —
altrimenti; inoltre entrambe le serie si devono troncare quando I’esponente delle potenze di x o di
(x+a) giungono, diminuendo, all’unita.

7. Di conseguenza si pud porre innanzitutto la somma della serie

! —+ ! + ! + ! +
I-(a+D" 2" (a+2)" 3"-(a+3)" 4" -(a+4)"

allorche¢ nella forma mostrata al posto di x sono considerati tutti i numeri 1, 2, 3, .... sino
all’infinito, raccolti poi in una sola somma. Infatti poiché tutti i termini generati della espressione

1 ) . . 1 )
A— danno una serie la cui somma esprimiamo con AI — d’altra parte dalla espressione
X X

W si genera una serie la cui somma ¢ AJ‘LA—A(1+2%+3%+...+%) in tal modo si
x+a X a

avra che la somma della nostra serie &
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1 ¢1 n 1 nn+1) 1 nn+hH(n+2) ¢ 1 1 1
§= n j_m_ n+l j m—1 + n+2 m—2 n+3 m-3 +i_mj n
a" "’z 1-a z 1-2-a z 1-2-3-a z a” "’z
m J- 1 + m(m+1) 1 + mm+1)(m+2)¢ 1 +
1'am+l Zn—l 1.2'am+2 Zn—Z 1'2.3.am+3 Zn—3
_ 1 1 1\ m 1 1 1 Yo m(m+1) 1 1
F—1+—+—+ + Tttt " — +t———+..+
a” a" 1-a™ 2" 3" a” 1-2-a" 2" 3"
Trm(m+1)(m+32)(l+ 13+ 13+...+ 13}..
1-2-3-a™ 2" 3" a"

nella quale si devono utilizzare i segni superiori quando m ¢ un numero pari, e quelli inferiori
altrimenti. Ma tale espressione ¢ sempre finita in quanto i termini di tutte le serie si devono

) . 1
continuare solo fino a j— .
Z

8. Si attribuiscano anche alla variabile « tutti 1 valori da uno a infinito, cosi che in una sola
serie raccogliamo tutte le serie infinite della prima parte dell’espressione a sinistra nel paragrafo 5;
troviamo che la loro somma si rappresenta cosi:

1 1 n¢e 1 1 nn+l) ¢ 1 1 nn+Dn+2)¢ 1 1
J-Zn .[Z_m_TJ- e ,[ 7 + 1.2 ™ J- 2 1.2.3 e J-
1

T 1)

mpe 1 1 _m¢ 1 1 m(m+1) 1 1 _m(m+1) 1 1
+— : +— T : +
1 j Zm+1 _[ Zn—l 1 _[ Zm-%—l (yn—l} 1 2 Zm+2 j Zn—2 1 2 Zm-¢—2 (yn—Z]

im(m+1)(m+1) 13 j 1_3 1m(m+1)(m+2) 13 e
1.2.3 Zm+ Zn 1'2.3 Zm+ yn

m=3

In modo simile, scambiando gli esponenti m ed n, emerge la somma degli elementi della seconda
parte del paragrafo 5 disposti a destra. Quindi con queste espressioni abbinate la quantita

1 1 1
ENENE

m
< <

viene mutata nella seguente forma, che conviene mostrare in due parti:

Parte Prima

1 _¢1 (1 _ I _
n+fz—m(7j‘?“”>f (i

Z y Z

m(m+1) 1 1 _mm+1) ¢ 1 1
+ T (141 : T
12 ( )J-Zm+2 J-Zn—Z 12 Zm+2 (yn—Zj

1
+1

1
m +1
Z

m
<

+(1il)jim.j
Z

B

_m(m+1)(m+2) _m(m+D)(m+2) ¢ 1 ( 1 }

1 1
1+1 . +
123 ( )J-ZWH—3 J-Zn—3 123 Zm+3
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ove valgono 1 segni superiori se m ¢ un numero pari, € quelli inferiori se € un numero dispari.

Parte Seconda

+xD[— [ F [ SR [ [T
z Z ) 1 2 < 17z Y
n(n+1) 1 I pntathe 11
—+ (1 i l)j ) I m=2 + n+2 m=2
1-2 z z 1-2 Z y
SR [ e R L
1-2-3 2™ " 1-2-3 Ly

ove valgono i segni superiori se n € un numero pari, e quelli inferiori se ¢ un numero dispari.

9. Poiché gli esponenti m, n saranno o pari o dispari tali espressioni si riducono ad un numero
inferiore di termini, sara quindi

Parte Prima se m e un numero pari

1 1 (1 1 1
SN E T tE by

L 2mm+D) ¢ 1 J Cmm+D) 1 ( 1)
y

1-2 Z"H'Z Zn—Z 1-2 Zm+2 n—-2
_m(m+ Dim+2) ¢ 1 N
1-2-3 Zm+3 yn—3

ovvero parimenti

+2IL‘J-L+2m(m+D 1 .[ 1 +2m(m+l)(m+2)(m+3) 1 J- 1
A & 1.2 Jgm I 1.2-3-4 "

_IL
ZW!

_ﬁj 1 1 _m(m+1) 1 1 B
1 Zm-%—l yn—l 1-2 Zm+2 yn—Z

1
yn

Parte Prima se m e un numero dispari
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gLl 2mlnaDmk 2 1
Zn—l 123 Zm-%—3

N
" \y 17z y 1.2 72"y

Parte Seconda se n e un numero pari

+2I
-

1.J-L+2n(n+l) 12’J- 1_2+2n(n+1)(n+2)(n+3) 14'.[ 1
n Zm 12 Zn+ Zm 1234 Zn+

RSN E RN SN
ym 1Zn+l ym—l 1-2 ZVH—Z ym—2

<

1
Zn

Parte Seconda se n e un numero dispari

ne 1 f 1 2n(n+D@n+2) 1 I 1

Zm—l 123 Zm+3 Zn—3

+.[ 1n (Lmj_i_ﬁj ;}+1 ( nlz—l]-'_n(n—i_l) nl+2( i—z]"‘""
2" Ly 17z y -2 7z y

10. Sara utile notare, in queste formule, che le serie del tipo jiﬂ

Uivj che qui consideriamo
Z

y

non solo capitano cosi, ma che tutte sono catalogabili secondo la somma degli esponenti g+v
laddove sia essa stessa =m+n. Cosi conviene, per le nostre ricerche, che esse siano distribuite in
ordini secondo la maniera in cui si puo scomporre la somma m+n di modo che siano contenute nello
stesso ordine quelle che danno la stessa somma. Se invochiamo in aiuto il teorema svolto secondo il
primo metodo, che dice che

AYTANSIERTNTIRES

y

allora da qui saremo in grado di risolvere separatamente le singole serie della nostra forma

1 1 . . . N .
j T(I—Vj Dal momento che gli esponenti m ed n non possono essere minori dell’unita, per il
Z

y
primo ordine sara m+n=2, per il secondo sara m+n=3, per il terzo sara m+n=4 e cosi via; ma poiché

8.
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la serie J-— ¢ infinita, nelle serie la cui somma ¢ finita, tale termine infinito deve scomparire nel
Z

calcolo.

Primo ordine, nel quale m+n=2

11. Qui potra solo essere m=1 ed n=1; I’espressione .[ % . .[ % - .[ ZLZ si sviluppa nella seguente:

EIBUEREEH

ma il primo metodo fornisce
I{¢1 1 1 1
2[;[!;}];];*!7

che appare inaccettabile per la presente forma: in effetti poiché J-— ¢ infinita, rispetto ad essa 1’altro
Z

termine j—z diviene trascurabile. Per tale motivo non si puo dedurre nulla per il nostro scopo.
Z

Secondo ordine, nel quale m+n=3

12. Di nuovo qui potra solo essere m=2 ed n=1, poiché lo scambio degli esponenti non comporta

alcuna differenza. Percio 1’espressione I iz : jl - I % si sviluppa nella seguente:
Z Z °z
1l 1(1 1l I 1 1(1
R R R E (NI e
277z T\ 277z Tz\y 27y

2

Y

EHRE N R

T\

I 1
che si semplifica in J-—( j . Ma per il metodo precedente ¢

dal che si vede che discende
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EORE

Sebbene tale conclusione sia vera, come vedremo successivamente, tuttavia per la presenza di un
infinito non ¢ lecito ritenerla adeguata. Sara dunque

1+%(1+1j+%(1+l+1j+%(1+1+1+1j=2J'L2=2(1+L2+i2+i2+i2+...j
2 2) 3 2 3) 4 2 3 4 Z 273 45

uguaglianza che ¢ invece di tutto rispetto.

Terzo ordine, nel quale m+n=4

13. Qui vanno considerati due casi, il primo dei quali ¢ m=3, n=1, dal che I’espressione

j% : I L J‘% si sviluppa nella seguente:
7 7z

eI E N ECREY

11 11 11 11 1l 1
LS A
Ma in base al primo metodo si ha

EOREQRERE

y

e rimane 1’equazione, sottratta 1’altra
1(1 1({1 1¢1 1
EONE R

Y

.10.
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e R e I e R A R e P e R

di qui inoltre

e e R R e o

Ma il primo metodo fornisce
2 )= [

dal che concludiamo che sara

1( 1 1¢1¢1 1¢1
17(7]:5171?51?

e la conclusione precedente fornisce

1(1 3¢ 1 1 5¢1
f?@:ﬁ?b‘zb

. . . .l
che parimenti corrisponde al vero, dal momento che ¢ j—zj—z =— j— = ; COsl come
anche nel primo caso, nonostante la presenza dell’infinito, si glunge al vero; 11 che sembra
. . e 1 1 .
allontanarsi dal vero solamente quando il quadrato infinito .[ —- .[ —, cosi come appare nel caso del

primo ordine, compare nel calcolo; nello stesso secondo ordine si conferma senza difficolta la
conclusione gia dedotta.

A1
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Quarto ordine, nel quale m+n=5

14. Sia innanzitutto m=4, n=1, dal che discende per j% : I —= jis questa espressione:
Z

L LY NE R NEID
e R R S R P IR E

EEIRE R

sottraendo tale eguaglianza da quella, rimane che
1{1 1(1 1(1 11 1
— | — |+ — |- |—| — :2 |
s el

Sia inoltre m=3, n=2, di modo che per I % . jiz - jis si trova
Z

SO e I O R B P o P P ST R Y R P

e da questa
(1 ({1 1 1 1
_—— |+ — = — | —+|—
e N e
avendo impiegato direttamente il primo metodo; da qui sara di conseguenza

EORENEE

12.
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(1 (1
Tuttavia da ci0o non sono definite separatamente le somme delle serie J.—z(—j e J.—(—j . Ma
b4
{1 1 I 9,1
it avanti mostreremo che | —| — [=3|—|———=|— eche
: 13( -3l 5=

R e R ERE R

Quinto ordine, nel quale m+n=6

15. Sia innanzitutto m=5, n=1, sara per

EEEERED

AR R R

dal che viene
e o o e b R B O P R P P
Ma poiché il primo metodo fornisce
EERE R
da cui, dovendo elidersi i termini infiniti, ¢
o e R N O R
Si assuma in secondo luogo m=4 ed n=2, sara allora I% . IL_ IL -

(R EN R REE
SEER R EOREGREGRES

13.
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et Gl i Gt T

Sia in terzo luogo m=3 ed n=3; poiché entrambe le parti sono uguali, si ha

R B P R P b= S R g I

ossia

j ( j+6f ( lej (_j_lzjzi“jz_lﬁjz_lsfz—i—j%

alle quali vanno aggiunte queste due originate dal primo metodo:

E R O

o ST

<

e da qui si determinano in tal modo le singole serie nella nostra forma:

EOR NS RIS
R EENERERE
E R

jz_lz%j I e R

14,
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allora in effetti appoggiandosi innanzitutto alla equazione trovata si ottiene
.[ 1 4 .[ 1 J- 1
2 700

. . o . N 1 =z
il che si verifica corrispondere a verita dal momento che .[ —=— J-—4

6

Sesto ordine, nel quale m+n=7

16. Sia innanzitutto m=6, n=1, allora sara

i )

Aty A ) G

dalla quale raccogliamo la seguente equazione

G G G 1 -

o b o Ly L

N | o=

Dal momento che in effetti &
1{ 1 1(1 1 1 1
E RN

sara

ma € anche vero che

15.

C. Suriano
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e e et

R G N ENERE

dal che si avra
1(1 1 1 1 1 1

In secondo luogo sia m=5, n=2, allora sara J' is : J' 1_ J' i7 -
4

caof L pag L ( j I (j+zjzizjzi5+6jzi4.jz_g+1ojziﬁ.ﬁ

Tl

onde si raccoglie questa eguaglianza:

ol Jeale ol ol -

[ fvel e
22 17 A A
che si riduce alla seguente in virtl delle equazioni del primo metodo:

B T e R R

Sia ancora in terzo luogo m=4, n=3, allora sara J‘% : f % - f i7 =
z

.16.

C. Suriano
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o L[ oL ( j 1 (yjloj (]
e Ll e e T e G )

dal che si raccoglie

O Ty
LR e

che ¢ in accordo con I’equazione trovata innanzi, sicché non si puo concludere nulla di nuovo.

Pertanto fino a qui si ¢ determinata solamente la somma della serie J‘%(lj, ma anche della

y

combinazione delle due j ( ] 2! ( j ma rimane ignota la somma di ciascuna delle due

serie, ignoriamo fin qui anche la somma delle ultime due j%[%} e J' L(LJ
2

y 22y

Settimo ordine, nel quale m+n=8

17. Sia innanzitutto m=7, n=1, allora sara
I (1 1
R e SR R R F
11 11 1(1 1{1 (1 1({1 1(1
B G G e ()
I’ultima riga della quale si risolve in
1 ¢1 1 1 1 I 1,1 1 7¢1
e b bl o et b T bt bt

di modo che sara

A7.
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1(1 1 1 1
O AN R
Z\Yy Z Z Z
. . 1 1
In secondo luogo sia m=6, n=2, allora sara .[ — J-—z — j—g =

o [T ol (2 ool vl e [ o] [
Sl )

e Jeta Gt e et rta()-

e e e e
che si riduce a questa

R el B Fe M R R e R e e e

Sia in terzo luogo m=5, n=3, allora sara j% . ji — jL =

_10I I_I ( ] j (%]HSJ'% éj 6J‘ZL4J-ZL4_20J‘ZL6J‘Z—12
NIRRT EANITEA VITRARNIITY

dal che

ottt ot

30jz—6.jz—2+j?.j?+6jz_4.jz_4_jz_g

18.
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of {5 Jorsf | S Jeaof ) =s0f - [+ 2 -2

Sia infine m=4, n=4, allora sara

T e ] B B e e o o [ R B e R e

4]%[1}10] (y J+20j (J 20[ j—j j—

questa equazione con la precedente contiene la stessa somma determinata e conduce quindi alla
seguente proprieta:

1 1 1
6]712—4=7JZ—8

4
in perfetto accordo con 1 valori gia da me trovati I%:% e I—Sz 9450
z

confronta I’ultima equazione con il secondo caso, allora si raccoglie che
L U s R e
1(1 1 1 1 1 1¢1 1
N

N

che ¢

. Ma se si

questo valore unito a quello del primo caso fornisce

1 1 1 1 9¢1
el B e Bt

, . . ) . 11
e anche quest’equazione ¢ conforme a quanto noto. Da qui, assieme alla somma I—7[—J e alle
y

somme determinate del primo metodo, otteniamo soltanto un unico nuovo risultato:

19.
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1 9,1 1
of L oo Jror TS
mentre non si riesce ad ottenere la somma delle serie J.is[ij e J.L[Lj

Ottavo ordine, nel quale m+n=9

18. Per tale ordine il primo metodo fornisce queste uguaglianze:

Er N E O

EE NI

I[jI[Jf[jloj j_
I ( J+3I [ J6j j— 6I I_‘lof—

Quindi, poiché nell’ottavo ordine compaiono le serie di cui abbiamo testé visto la forma, queste
sette equazioni non bastano ad identificale tutte; ma d’altronde, per altra via, tra le restanti solo la

) 1{1) .. ) .. .
serie .[ —8(—] si riesce a sommare, allora facilmente si risale alla somma di tutte le altre.
Y

Nono ordine, nel quale m+n=10

.20.
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19. Per tale ordine in base al primo metodo si ottengono queste uguaglianze:

E RO Fe

1(1 1(1 1 1 1
R e RS E B

1 ({1 1(1 1 1 1
17(7 +fz—s 3 ny fz—s [

1(1 11 1 1,1
[l il

dove compaiono 9 serie incognite; il secondo metodo fornisce innanzitutto, per la loro somma

11 1 1 1 1 1 I 1¢1 I 11p1
L) e o e ST

<

invero delle altre quattro equazioni che da Ii si deducono, due non definiscono null’altro di nuovo
1 10¢1 1 . . .
— = —0 I — I —> le altre due in effetti forniscono
z 117 z" 7z

oltre la relazione nota

N E OREER R

1{1 (1 1 1 1 1 1 1 1
2Ql—=| = |+ 7| —=| = =8| = | =-45| = | =+8| <= | =+33| —
jﬂ(ﬁ] Izg(yzj '[23 '[27 ‘[24 jzé '[ZS '[ZS jzm
cosi che fino a qui manca soltanto una somma determinata per determinarle tutte.

20. Riguardo le somme determinate che il secondo metodo fornisce occorre osservare le
seguenti cose.

Innanzitutto tutte le somme delle nostre serie sono definite se non nel primo, secondo, terzo e
quinto ordine, in tutti gli altri ne manca una sola, dal momento che tutte le serie ad esso appartenenti

21
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richiedono di essere sommate; sicché se si ottiene per altra via una sola di tali somme determinate,
si puo concludere I’intero lavoro.
Di poi anche per gli ordini per i quali m+n € un numero pari, merita innanzitutto essere notato
DY
Z Z
tempo trovai per mezzo di principi completamente differenti, sebbene esse con la quadratura del
cerchio, dalla quale si ottengono queste somme, sembrano non avere alcun rapporto. Da tale
principio ci si aspetterebbe che anche per gli ordini nei quali m+n € un numero dispari si dovesse
poter ricavare una relazione simile per le potenze dispari, che invece ¢ ben lungi dall’accadere con
quel metodo, poiché le somme determinate che si ottengo facilmente tra loro, non consentono di
concludere direttamente null’altro. Poiché cid0 emerge oltre ogni aspettativa tale difetto di
determinazione completa si ritiene degno di ogni attenzione.

. . ol 1 1
che quel metodo fornisce relazioni tra le somme delle potenze pari I —> I j ... che un
Z

21.In terzo luogo si deve osservare che in tutti gli ordini si pud sempre perfettamente

. . . N I (1
determinare una serie del nostro tipo, e la indichiamo opportunamente con la formula j —1 = |5
Yy

ma poiché la loro determinazione segue una legge diversa a seconda che m+n sia un numero dispari
ovvero pari, diamo loro separatamente uno sguardo particolare:

Per gli ordini nei quali m+n e un numero pari
1(1) 3,1 ¢1 5¢1
R A
1(1 1 I 1,1 1 7¢1
e o e b Y el e

1 (1 1 1 1 1 3¢1 1 9,1
e g e el el B ey el ey ey

1 (1 1 1 1 1 1 1 1¢1 1 11,0 1
e ol o e e e B el e e e e

<

1 (1 1 1 1 1 1 1 1 1 3,1 1 13¢1
J?[;jﬁfz—z'IZT‘IZTIZT+3JZ—4'IZ—8—IZ—5'IZ—7+§IZ—6-IZ—6—3 =

tali espressioni sono strettamente correlate alla parita dei numeri m ed n di modo che non si possono
estrapolare a valori dispari.

Per gli ordini nei quali m+n e un numero dispari

22.
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Lt
1(1 11 1
[ =3JZ_s‘JZ_z'JZ_3

1 (1 1 1 1 1 1
[l =4fz—7‘fz—z'fz—s‘fz—s'fz—4

11 1 1 1 1 1 1 1
) It e et et b e

1 (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R E e P E e

Qui invece nulla impedisce di trasferire tali espressioni agli ordini pari.

22. Quindi, utilizzando il metodo dell’interpolazione, si avranno le seguenti somme per tutti gli
ordini:

EORE

EORENESE

L) g

S NN

e O ERC RO EH e

Sl e e

Y

St ot e T

Y

23.
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1(1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ZIZ—QHZ“IF‘ZI?'f?‘zfz—sb‘zf?fz—é‘fz—s'f?

dal che se si pone m+n=A\ sara in genere

L

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
RN e A E E R e

23. Se tuttavia si mette in discussione tale interpolazione, si confrontino tali espressioni con gli
ordini pari che abbiamo mostrato innanzi, quindi si otterranno le seguenti relazioni:

1 1 1
s el
1 1 1
K
1 1 1 1 1
i =l P el

A e g

S E B Eb B EAE b

che si accordano perfettamente con quelle che ho gia mostrato una volta. Se poniamo infatti

oo [oge, [, [hese, [,

sara, come ho avuto modo di mostrare,

5B =2a0
7y =40
96 =4ay + 2B

Ile =400 + 4By
13 = 4ae + 4Bd + 2yy
15m =40l + 4Be + 270

24,
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24.11 primo metodo, per gli ordini pari, aveva fornito la somma esplicita di una sola serie del
nostro tipo generale, per la quale, posto m+n=2 si aveva

1 1 1,1 1 1 1
fﬁ[y—ﬂj:af?'f?*a e

Ma ora per mezzo del secondo metodo siamo in grado di sommare una serie del nostro tipo di
qualsiasi ordine, e pertanto nell’ordine m+n=f ¢ possibile trovare la somma di tutte le serie. Da cio
¢ possibile ipotizzare che si possa ottenere anche la somma per tutti gli ordini, sebbene il secondo
metodo non lo consente interamente: ma si deve contrarre un debito ulteriore, poiché se si riuscisse
a sommare un’unica serie oltre alle due ricordate di ciascun ordine, allora immediatamente lo si
riuscirebbe a fare per tutte le rimanenti. Cosi accade negli ordini sviluppati nella nostra maniera; ma
se progrediamo ulteriormente si scopre che diverse determinazioni ne mancano di una.

25. Al fine di osservare con maggior chiarezza 1’aspetto delle equazioni che tanto il primo
quanto il secondo metodo hanno fornito per ciascun ordine, rappresenteremo le nostre formule in

. N . D . 1 1 .
maniera ancor pill compatta, ossia per qualsiasi ordine m+n=»\ , invece di .[ — .[ — scriveremo p"
Z Z
ovvero p' di modo che tali due formule si considereranno essere equivalenti poiché pu+v=A . In

) . .r 1 ) )
maniera simile al posto di j7 scriveremo px; ed in luogo della formula
Z

1 (1 . 1 1
JF[FJ ossia [ (1)

si scrivera ¢'; con il che le uguaglianze dei singoli ordini appaiono pil chiare.

Per ’ordine m+n=3

q+q =p+p’ q+q’=2p™+p-p> ovvero q=p-p’
12

Per I’ordine m+n=4

q+q’=p+p" q+q’+q =2p +p-p"
+1
2q2=p2+p4 q2+2q3=2p2_p2+p4
+14+2 +2

25.
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q+q =p+p’

q2 +q3:p2 +p5

Per ’ordine m+n=5

q+q +q +q'=2p*+2p +p-p’
-1 -2
q2+2q3+3q4:2pz+6p4—pz+p5
-1 -3 -6

Per I’ordine m+n=6

q+q’=p+p° G+ +q +g =2p +2p +pp°
+1
q2+q4=p2+p6 q2+2q3+3q4+4q5=2p2+6p4_p2+p6
+1 +4 +2
2q3=p3+p6 q3+3q4+6q5= 6p4+p2_p6
+1 +3 +6 +6
Per I’ordine m+n=7
q+q°=p+p’ g+q +q +q +q +q"=2p +2p*+2p +p-p’

q2+q5:p2+p7

Frg=p+p’

-1 -2
q2+2q3+3q4+4q5+5q6:2p2+6p4+ 1 0p6—192+p7
-1 -5 -10
q3+3q4+5q5+ 1 0q6: 6p4+20pé+193—p7
-1+ -10 -2 =20

q+q'=p+p°
7+q°=p*+p°
7+q’=p’+p°

24" =p*+p°

Per I’ordine m+n=8

G+ +G +G +q +q =2p +2p +2p +p-p°

+1
q2+2q3+3q4+4q5+5q6+6q7=2p2+6p4+ 1 0[96—p2+p8
+1 +6 +2
q3+3q4+6q5+ 1 0q6+ 1 5q7= 6p4+20p6+p3—p8
+1 +5 +15 +10

q4+4q5+10q6+20q7= 2p4+20p6—p4+p8
+1+4 +10 +20 +2 +20

ed in tal modo ¢ possibile per chiunque continuare a piacere tali eguaglianze.

Terzo metodo per trovare la somma della serie di tal genere

26. Questo metodo ¢ abbastanza simile al precedente, considero infatti la serie

1 j
+
(Z—l)

.26.

C. Suriano
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il cui valore, espresso nella notazione utilizzata innanzi ¢
~ 1 1
- j ym _I Zm+n

ciog, secondo la maniera usata nel paragrafo precedente, =¢"-p"""; dal che si nota in virtl del primo
metodo

1
Zl‘l

n

qm+pn=pm+pm+n =pn+pm+ per 11 fattO Chepﬂ’l =pn.

Ogni termine della forma

1 1 1 1
I+—+—
Zn 2m 3m (Z_l)m
¢ contenuto nella forma ﬁ che, come abbiamo visto nel paragrafo 6, si risolve nei
x+a)"x

seguenti termini:

1 1 n_ 1 +n(n+l). 1 _n(n+1)(n+2)_ 1

an xm l.an+l xm—l 1'2_an+2 xm—Z 1'2.3_an+3 xm—3

ii' 1 + m 1 im(m+1)' 1
a” (x+a)" l-a™ (x+a)" 120" (x+a)"?

ove, quando il segno ¢ doppio, valgono quelli superiori se m ¢ un numero pari, gli inferiori se m ¢
un numero dispari; in effetti occorre continuare entrambe le successioni fino a quando I’esponente

di 1 in quella di sopra e quello di
X x+a

in quella di sotto si riducono all’unita.

27. Quindi per ottenere la somma della serie proposta nei singoli termini della formula ottenuta
scriver0 tanto in luogo di a che in luogo di x tutti 1 numeri naturali in ordine crescente a partire
dall’unita sino all’infinito, successivamente occorrera raccogliere in una somma tutti i termini da
essa provenienti. Ma allora per 1 termini superiori della parte sviluppata sara

1 1
L]

1 L,
Zn'J-Z—m—P =p

27.
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mentre per i termini inferiori della parte sviluppata

11 Lol (1)
J’_'”'(x+a)":J’Z_m'jzn _'[Z_m(y"j:p T TeTh

a

J’al . 1 :J' 1 J’ 1 _j 1 ( i j:pm+l_qm+1:qn—l_pm+n

m+1 (x+a)n—l 7 7" z'”“ky -1
1 [ B [ D
jam+2 '(x+a)n—2 _.[Zm+2 'J.Zn—z_J.Zerzkyn_z =p —-q9 =49 ~—Pp

n

Sostituiti quindi questi valori nella nostra serie, che & =¢"- p"™" essa si sviluppa nella seguente

espressione:
m n m—1 n(”l+1) m-2 n(n+1)(n+2) m-3
—— +— +— +

Pe=ar 12 7 1.2.3

iqn iﬂ m—1 + m(m+1) n-2 i_ m(m+1)(m+2) n-3 i_

1 1-2 1-2-3
+ pm+n iﬂpm-'—n 1 m(m+1) m+n 1 m(m+1)(m+ 2) m+n 1 .
1 1-2 1-2-3

m+n-| m+n

Ma essendo p'=¢"+ ¢ p™*", avremo

m n m—1 n-1 n(l’l + 1) m=2 n—-2 n(l’l + 1)(n + 2’) m=3 n-3
0=¢qg" —— + +— + _— + +
q 1((1 g"") - g™ +q) 2.3 g +q7)
+ E pm+n _ n(n + 1) m+n + n(n + 1)(” + 2) m+n

1 1-2 1-2-3
i qn i Eqn—l i_ m(m + 1) qn—2 i m(m + 1)(m + 2) n-3

1 1-2 1-2-3
$ pm+n iﬂpm+n $ m(m + 1) m+n $ m(m + 1)(m + 2) m+n

1 1-2 1-2-3

28. Prima di scendere negli ordini prima visti, sviluppiamo qualche caso particolare.

28.
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I. Sia quindi m=1, I’equazione trovata assume questa forma:

n-2

O=q-q"-¢"" -¢2-....-q+np™!

ossia ¢*+q¢ +q +....+¢" =np™!
essendo n+1 I’esponente dell’ordine in questione di modo che ¢

qu+qn+1—u =pu+pn—1

II. Sia m=2, e I’esponente dell’ordine n+2, di modo che & ¢* + ¢"™** =p* + p™ela
nostra uguaglianza diventa 0= ¢° -n(g + ¢") + ¢" +2¢"'+3¢"+4¢"+.. +ng+n p"**
_nn+l) .,
1-2
ovvero

" +2¢" 43¢ +...(n-1)g*- n g"'= n(ln ; D

n+2
p

III.  Sia m=3, e I'esponente dell’ordine n+3, di modo che & ¢ + ¢"** =p* +p™ e la
nostra uguaglianza sara

" nn+1 - nn-1) .

12 e 12
n A nl g on n- D nn+thn+2) .
g 3¢ 6g 2 10gm e - D s
4o 2 7T 12

OVVEro
qn +3qn-1+6qn-2+. L+ (I’l - 1)(" - 2) q3 + I’l(l’l - 1) q2+ nqn+1
1-2 1-2
:n(nn+5) pn+3_1+n_ n(n+1) n+2
6 1-2
ossia, in modo piu chiaro
7 +3¢" 464" 24104+ . + n(ln ;1) a*-n(gi+q™) — n(ln'iz'l) g = n(’m6+ 5) e

IV.  Siam=4, e 'esponente dell’ordine n+4, e ¢* + ¢"*** =p" + p"** e la nostra
uguaglianza diventera

29.



L. Euler: Meditationes circa singulare serierum genus.

nn+l)  , 3 nn+)(n+2)

5)
0= &* —n(P+ o™y + D o e 4 +n(nn+ ned
¢ g+qT) = o=@ +g) 2.3 Wta) PR
g g 1042420g 4 PO D0 H2) - DA D)t 3)

1-2-3 1-2-3-4

OvVVvero
Pt 10 e DAY DAl
1-2-3 24
n(n+l) w2y B+ DM+2) .,
+ (g% + B
1-2 (@ +q7") 1-2-3

29. Sviluppiamo ancora in maniera simile qualche caso per 1’esponente n.

I. Siainnanzitutto n=1, e I’ordine dell’esponente m+1, la nostra uguaglianza sara

+1
qum_qm-l+qm-2 _qm-S +... ¢q+0}19m+liq¢pm+l—q2+q3—q4¢qm

C. Suriano

dal che ¢ palese che se m ¢ un numero pari allora varrebbero 1 segni superiori e I'intera uguaglianza

sarebbe una identita; ma se m € un numero dispari si avrebbe

(]2 —(]3+q4....—q =—=p

II. Sia n=2, e ’ordine dell’esponente m+2, la nostra uguaglianza sara
0=q"-2¢"" +3¢"% —4¢™ +....

1
" m- m= m3 o +—(m+2)
q" —2q"" +3¢"7 44" .. Fmg . _
0: _2 3+3 4 _4 5 ¥ m+1 21 p ziqzimq+(m+l)p
q q q ..+mq _E(m_"l)

m+2

dove se m ¢ un numero pari allora varrebbero i segni superiori, gli inferiori per i dispari. Allora per i

vari valori dello stesso m avremo:

Innanzitutto per i valori pari
m=2: qz _qs =lp4
’ 2

1
m=4: qz—q3+q4—q5=5p6

.30.
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m=6: qz—q3+q4—q5+q6—q7=%p8

10

n¢8;qz—q3+q4—q5+q6—q7+q8—q9=%p

Successivamente per i valori dispari
m=1; q~=2p
m=3; 3¢°+q’ -3q* =3p°
m=5; 5¢° -q’ —q* +3q” =5¢° =4p’
m=7; 7q> -3¢ +q* +3q° —3q¢° +59" =19 =5p°

11

m=9; 9¢*> -5¢° +3q¢* —q¢° —q° +3q" —5¢°+79° —9¢"° =6p

III.  Se poniamo n=3, ¢ pit comodo mostrare i singoli casi; € saranno innanzitutto per m
numero dispari

m=1; q"+q =3p
m=3; 6q° +0q” +3q* -6q° =7p°
m=5; 15¢° =5¢° +64q* —=7¢° +10¢° —15¢" =13p®

m=T7; 28q° —14q> +13q"* —12¢° +13¢° —164q" +21¢* —284¢° =21p"

e per gli ordini pari
m=2; 3q°+q’ -3q* =3p°
m=4; 10g> —2q° —2q* +64° —10g° =8p’
m=6; 21g° —9q° +3q* +3¢° —9¢° +15¢" —21¢° =15p°

m=8; 36q° —20q° +12q* —4q’ —4q° +12q" —20q° +28q° —364"° =24p"

31
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da cui per entrambi gli ordini si avra la forma dell’uguaglianza in genere cosi espressa:

s€ m € un numero pari

(m+1)q> —(m-3)g’ +(m—=5)q* —(m-7)q".....—(m+1)g""* = m;4p’"+3

se m ¢ un numero dispari

m(m+1)q* —(mm—-3m)qg’ +(mm—5m+12)q"* —(mm—Tm+24)q> + (mm—9m + 40)q°® —

(mm —11m +60)q" + +.....— m(m +1)g™? =%4m+7p"’”

30. Ora scorriamo in singoli ordini e riduciamo le uguaglianze trovate col secondo metodo a
forme simili grazie alla formula p*=g"+ ¢g"*"" - p"*".

Ordine m+n =3

Metodo I Metodo 11 Metodo 111
q+q> =p+p’ q* =2p’ q° =2p’

Ordine m+n =4

q+q’ =p+p* 3g> —q’ =4p* q +q° =3p*
2q2:p2+p4 4q2_4q3:2p4 2q2_2q3:p4

. 5 . 5 . 1
per cul 612=ZP4 eq3—1p4 a causa di pz=5p4 per cui ¢° =—p*

Ordine m+n =5

q+q*=p+p’ @’ +q’ +q'=4p> | ¢ +q +q" =4p’
q2+q3:p2+p5 O:O 3q2+q3_3q4:3p5
11
q*=3p’-p*; q3=—%p5+3p2; q2=7p5—2p2

32.
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Ordine m+n =6

C. Suriano

9+q’ =p+p° 3¢° -4’ +3¢* -q°=6p° | ¢*+q’+q'+q =5p°
q2+q4:p2+p6 8q2_2q3+5q4_8q5:8p6 4q2+2q3+q4_4q5:6p6
2¢° =p* + p° 12¢* +6q"* —12¢° =14p° 6g*> +3¢* —6¢° =7p°
1
*—q*+qt—g° == p°
2
Quindi
1 1 1 1 4
5 2 3 4 3 6 3 3 6 2 2 3 6
q p 2p q p 3]9 q 2]9 2]9 q p —-p 3]9
7 1
s_ 6 2 1 3
q 2P p 2P
5 7 6 2 1 3
S=——p’+3p° ——
q 2]9 p 2]9
In virtu di pzzglf sara
5 7 6 1 3 4 1 6 3 3 1 6 1 3 2 37 6 3
T == _— ; = —— + ; = — — ; - —
q 4]9 2]9 q 3p p q 2]9 ) q 1219 p
Ordine m+n =7
q+q°=p+p’ | '+’ +q'+q’+q" =6p" | ¢ +q’+q'+q’+q° =6p’

4q° +3q* —2q° =6p’
4q° +3q* —2q° =6p’

g +q’=p*+p’
¢ +q'=p’+p’

dal che si conclude

q°=4p’ —p*-p’
g’ =-10p" +5p* +2p°
g =18p’ —10p*

g’ =-17p" +10p* + p°

g’ =11p’ —4p*-2p° .

33.

5¢> +3q° +2q* +q° —=5¢° =10p’
10> +2¢° +q* +4q° —10g° =14p’
10> —=2q° —2q* +64° —10¢° =8p’

2

5¢* —q’ —q" +3q° =5¢° =4p’
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Ordine m+n = &

qg+q =p+p° 3¢° —q* +3q" —q’ +3¢° —q' =8p°
G +q°=p*+p°| 124 -2¢°-9¢* —44° +74° -12¢" =18p*
¢ +q=p +p*| 304 +9¢* —64¢° +15¢° —30q" =38p°
2¢" =p*+pt 40q° +44qg* —8q° +20g° —40q" =42p°

¢’ +q’+q" +q’ +q" +q’ =7p°
6g° +4q° +3q* +2q¢° +q° — 69" =15p°
15> +5q° +3q* +q° +59° =159 =25p°®
204> +2g* —4q° +10¢° —20q4" =21p*
5¢° =59 +6q* —7q° +10¢° —15¢" =13 p®
8

1
-4 +q"' - +4°-q =3P

dal che si trova

q’ =2p8 -p’=-p’ —lps
2 2

9 1
7 8 2 5 4
- __ +13 — +—

1
q’ =p2—p3+§p4 -

tutte le altre equazioni si raccolgono in quest’unica:
4q° +10g° =20p° —9p* in virtl del fatto che 7p* = 6p*

di conseguenza il terzo metodo non fornisce una completa determinazione, che tuttavia viene
concessa dai casi m+n=5 e m+n=7.

Ordine m+n =9

Qui in virth del terzo metodo si riescono a determinare univocamente tutte le uguaglianze;
segue quindi che

¢ =5p° —p*—p’—p*
7 35

q =—7pg+7pz+2pS+4p4
q6:§p9_21p2 _6p4
qSZ_%p9+35p2 _5p4

34.
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127
q427p9_35p2 _4p4
q =—8—23pg+211)2+1)3+6p4
q’ =377p9—6p2—2p3—4p4

Sorvolato il decimo ordine, osservo che anche 1’undicesimo si pu0 completamente
determinare; infatti, effettuato il calcolo, si ottiene

q10:6p11_p2_p3_p4_p5
q9 :—27p11 +9p2 +2p3+6p4 +4p5

q® =83p' —-36p> —-15p* —-6p°

q’ =—%p“+84p2 +21p* +4p’
q° :4—2319“—126192 -21p*

q :—%p”+126p2 +21p*+p’
q' =%p“ ~84p®  -20p*-4p’

g’ =-82p" +36p* +p’ +15p* +6p°
q2 :28p11_8p2_2p3_6p4_4p5

31.Se osserviamo con maggior attenzione tali uguaglianze riscontriamo senza difficolta il
seguente modello per il coefficiente del primo termine ph:

m+n=11 m+n=9 m+n=7 m+n=5
6= 1141 s_2+1 g1t 32+l
2 2 2 2
2-27=10-6— 2.10=6-4—4
0-6-6 2-3—25:8-5—5 0=6 2-%:4-3—3
-83=9-27+ -18=5-10+4
2 2 2 2
4.17=4-18-4
4.@:8.83_6 4~E:6~§—5 4.2:2.2_3
2 2 2 2
infatti €
q="2p>+p+p’
$.463_039 o (127 o105 o | Sl1=317+4
2 2 2 2
114 Y 2,.3
6~%=6~%—6 6~8—23:4-%—5 6-3=2-11—4 infatti ¢ g= -3p"+p+p~+p

35.
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7-ﬂ=5~ﬂ+6 7.3—7:3.§+5
2 2 2 2
8:-82 = 4'%—6 8-4= 2-377—5 infatti € g= —4p9+p+P2+P3+P4
9.28=3-82+6

10-5=2-28—6 infatti & g= -5p' +p+p*+p>+p*+p°

32. Cerchiamo ora qui di derivare le uguaglianze per 1’ordine m+n=13 in maniera tale che si
renda parimenti manifesta la legge di progressione per gli ordini dispari successivi:

3

12 13 2 4 5 6
g =+Ap - p - p - p-p -p

g'=-Bp P+ 11p7+2p° + 8t +4p’ +pp°

qu _ +Cp13 ) 55p2 ) 28p4 _ 6p5 ) ,Yp6

¢ =-Dp" +165p° +(56+1)p* +4p° + 8 p°
¢ =+Ep" -330p° - (70+8)p* -ep°
q =-Fp" +462p° +(56+28)p"  +(p°
¢ =+Gp" -462p* - (28+56)p" -np°
¢ =-H p" +330p° +B+70)p* + p’ +0)p°
q4 = +Ip13 —165p2 - 56p4 - 4p5 - lp6

g =-Kp +55p°+ p° + 28p* +6p° + x p°

g =+Lp” —(11-)p*-2p° - 8p*- 4p>- A p°

per i coefficienti si ha

A=(13+1)/2; A=T7 A=P
2B=12A-7, B=T17/2 K=Y
3C=11B+7, C=287/2 1=90
4D=10C-7, D=357 6=¢
SE=9D+7; E=644 n=_1
6F= 8E-7; F=1715/2 si trova essere

.36.
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1G="TF+T, G=1717/2
8H= 6G-7; H=643
91= SH+7, I=358
10K=41-7; K=285/2
11L=3K+T7; L=79/2

q2:Ap3
q=-Bp’+p
q4:Ap5+p2
¢ =—Bp® +3p>

q*=Cp’>=3p*+p
q=-Dp’+p’+p

q6:+Ap7_p2_p3
q5 = —Bp7 +5p2 +2p3
q4 =+Cp7 —10p2

g’ =-Dp’ +10p> + p’

qZ :+Ep7_5p2_2p3+p2

gq=—Fp' +p’+p’+p

0=20; 1=20
e=15; 0=15

=6+1; =6

Ordine m+n =3

A=l
2
2B=2A-2

Ordine m+n =5

A=t _4
2
2B=4A-3
3C=3B+3
4D =2C-3

Ordine m+n =7

A:7—+1:4
2
2B=6A—-4
3C=5B+4
4D =4C -4
S5E=3D+4
6F =2C -4

Ordine m+n =9

37.
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33. Al fine di veder meglio le uguaglianze di tale ordine e far si che le anomalie scompaiano,
rappresenteremo queste eguaglianze come segue secondo il proprio ordine dispari:
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q8=+Ap9—p2—p3—p4 A:EZS
q7=—Bp9+7pz+2p3+4p4 2
o o s . 2B=8A-5
a4 =*+Cp —2lp” o0 3C=7B+5
qg =—Dp +35p + +@4+Dp 4D =6C -5
q* =+Ep®’ -35p° -(1+4)p* S5E=5D+5
g’ =—Fp’ +21p* +6p*+p’ 6F =4E -5
2 9 2 3 4 2 71G =3F =5
q-=+Gp” =Tp~=2p° —4p +p 8F =2G +5
g =-Hp’+ p*+p°  +p'+p
Ordine m+n =11
q10:+Apll_p2_p3_p4_p5 A:11+1:6
g’ =-Bp" +9p> +2p’ +6p* +4p° 2
2B=10A-6
q" =+Cp" =36p*  —15p* =6p’ 3C=9B+6
g’ =-Dp"' +84p> +(20+1)p* +4p’ AD=8C -6
q° =+Ep" -126p> —(15+6)p* SE=T7D+6
¢ =—Fp" +126p° + +(6+15)p* +p° SFf6E‘6
.0 i . G=5F+6
q =+Gp —84p -(1+10)p*—4p° +p SH = 4G —6
g’ =—Hp" +36p* +15p*+6p° +p’ 9l =3H +6
g =+Ip" —9p? —2p° — 6p* —4p’ + p> 10K =21-6
g =-Kp"'+ p'+p’ + pt+piHp
Ordine m+n = 13
g” =+Ap" —p*=p’ = p*-p - p’ a=B*_5
qg" =-Bp" +11p> +2p° +8p* +4p’ +6p°
2B=12A-7
q"° =+Cp"” -55p° —28p* —6p> —15p° 3C=11B+7
g’ =-Dp" +165p* +(56+1)p* +4p° +20p° 4D =10C =7
q® =+Ep"” -330p> —(70+8)p* —-15p° SE=9D+7
g =—FpP +462p> +(56+28)p*  +(6+1)p° ggfﬁ;;
q° =+Gp" —462p> —(28+56)p*  —(1+6)p° + p° 8H =6G -7
qg> =—Hp"” +330p>+ +(8+76)p* +15p° +p° 9 =5H +7
g =+Ip” —165p>  +(56+1)p*—4p® —20p° +p* }?f =3‘Z—;
g’ =—Kp" +55p° +28p*+6p° +15p° +p° 12M_=2Lt7
q> =+Lp" —11p> —2p° - 8p* —4p’—6p°+p’
g =-Mp"+ p’+p’+ pi+p +p°Hp

.38.
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34.Qui si vedono diminuire i coefficienti dello stesso termine p’ con la legge delle serie di
ordine pari, poiché essi nell’ordine m+n=13 si formano dai coefficienti del binomio elevato alla
potenza 11, allora i successivi si formano dalle potenze 8 e 6. Ma gli stessi possono essere
rappresentati da quel coefficiente nel seguente modo come risultanti dalla regola:

-1 + (10+1) — (45+10) + (120+45) — (210+120) + ....

di conseguenza attraverso questa regola mostrero le uguaglianze per I’ordine m+n=15.

Ordine m+n =15

q14:+Ap15_pz_p3_p4_p5_p6_p7

q” =-Bp” +(12+D)p* +2p’ +10p* +4p> +8p° +6p’

q” =+Cp"” —(66+12)p*  —45p" —6p> —28p° —15p’

" =-Dp" +(220+66)p>  +(120+1)p* +4p° +56p° +20p’

q" =+Ep” —(495+220)p*  -(210+10)p*  -70p°~15p’

g’ =—Fp" +(792+495)p>  +(252+45)p* +(56+1)p°+6p’

q* =+Gp" —(924+792)p>  —(210+120)p* —(28+8)p°

¢ ==-Hp" +(192+924)p>  +(120+210)p* +B+28)p°  +p’
q° =+Ip" —(495+792)p>  —(45+252)p"  —(1+56)p° —6p” + p°
4° = —Kp" —(220+495)p>  +(10+210)p* +70p° +15p" + p?’
q* =+Lp" —(66+220)p’ —(1+1200p" —4p>  =56p° =20p" + p*
gt =—Mp" +(12+66)p* +45p*+6p°  +28p°+15p" +p’
g’ =+Np" —(1+12)p> —2p’ —10p*—4p>  -8p°—6p’+p’
7 =—0p" + P+ P’ +pt+ p° o+ p'+ plp

Adesso la legge della progressione non ¢ affatto complicata ed ¢ quindi possibile adattarla
facilmente agli ordini superiori.

35. Ma poiché questa regola, stabilita per induzione, puo sembrare alquanto non rigorosa, al fine
di rimuovere completamente ogni dubbio, si introducano in essa degli stessi p dispari in luogo delle
potenze pari. Infatti scegliamo per I’undicesimo ordine le potenze At .. equivalenti alle dispari
p°, p', ... Di conseguenza anche i coefficienti A, B, C, D, ... si possono mostrare con una legge
molto piu semplice, che discende immediatamente per mezzo dei coefficienti del binomio elevati
alla stessa potenza dell’ordine al quale tali eguaglianze si riferiscono in questo modo:

.39.
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Ordine m+n =11

! »' D P o »
q" =%(1+11) -1 -1 -1 1 1 +p=p"
¢ =5 1-59) 2 ! +6 4841

q* :%(1+165) -1 -6 -15 -28-8 +p’=p°
q' =%(l—330) +4 +20+1 +56+28

q° =%(l+462) -1 -15-6 70-56 | +p°=p°
q’ =%(l—462) +1 +6+15 +56+70

q* =%(1+330) -4 -1-20 -28-56 +p' =p*
q’ =%(1—165) +1 +6 +15 +8+28

q’ :%(1+165) -2 -4 -6 -1-8 +p0 = p?
¢ =2a-1) |+ " 4 " B

In qualsivoglia colonna i coefficienti del binomio sono elevati ad una potenza inferiore di una unita
fino al termine e quando appaiono in coppia sono raccolti in una somma.

36. Qui sara anche possibile definire la questione per tutti gli ordini dispari in maniera generale;
ma dal momento che appaiono i coefficienti delle potenze del binomio, a motivo di brevita,
scriviamo

nn—-H(n-2)....,.n-v+1) _
1:2:3 v B

nv)

di modo che sia

n(0)=1; n(l)=n; n(2):n(f.;1); n3)=——73

nn—1Dn-2)

9 e

ove giovera osservare che se v ¢ maggiore di n sara sempre n(v)=0, ma se v=n sara sempre n(n)=1

ed in generale n(n)=n(n-v). Considerata quindi questa osservazione si otterranno cosi le uguaglianze
generali

40.
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Ordine m4+n = A

e “+%(l+/1(1))pﬁ +0(0) }p +2(0) },ﬁ +4(0) }ps +6(0) }p7+

+0(A=-2)| +2(A-2)]" +4(A-2)|] +6(1-2)
"=+ % (1-22)p* (; ((/)1(1_) 3)}19_ 2_ (i(l_) 3)}193_ ;(j(l_) 3)}195 B 6_(3(1_) 3)} P+
a =t % U+, ;((31(3)4)}” + ;(3(3)4)}” . 1(411(3)4)}17 . ;(3(3)4)}” o
g t= o+ % (1-a®)p* (;((/)1(?5)}19_ ;(3(3)5)}1)3— ;(1(?5)}195 B ;(i(i) 5)} P+

as _ s L . T04) +2(4) , +44) s T6(4) ;
a7 =p A0 +O(/1—6)}p+ 2(/1—6)}1) +4(/1—6)}p + 6(/1—6)}1) *

dal che concludiamo che sara

I. Se v € un numero dispari

i L gyt 00D £2v=D) | L Aol ] 6w |
T =P T P voa=v-n[Pr200=v-0[? vaa-v-1[F +6(a-v-1["

II. Se v &€ un numero pari

e %(l_lm)pﬁ -0(v-1) }p —-2(v-1) }p3 —4v-1) }p5—6(v—1)}p7+

-0 A-v-1)| =2(A-v-1| —-4A-v-1)]| -6(1-5)

I termini di queste equazioni non debbono essere continuati oltre la potenza pH, che
costituisce 1’ultimo termine.

37.Ma queste somme non hanno luogo a meno che I’esponente dell’ordine m+n = A sia un
numero dispari: ossia si pud mostrare per mezzo di queste uguaglianze la somma di tutte le serie
della seguente forma

m

1 1 1 I 1 1 11 1
q" =1+ 1+ +—1+—+ +—| 1+ —+—+ +...
2m 2n 3m 2)1 3}1 4m 2)1 3)1 4n

a patto appunto che m+n = A sia un numero dispari. Ma queste somme sono definite per mezzo di
somme delle potenze dei reciproci, che spesso ho indicato con la lettera p nel seguente modo:

A41.
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m 0 1 1 1 1 I 1 1 1
pi=p'=ll+—+—+—F+—+. ||+ F—F—+—+...

Qui ¢ necessario distinguere due casi, a seconda che m sia un numero pari ovvero dispari; si avra
infatti

I. Caso in cui m € un numero pari
v L a gy O D] #20-D] HA=D] 6D =B
¢ =P T P o= +20m-1[" +am-0[" +6m-n[* "+ a=3)m-n["

II. Caso in cui m € un numero dispari
L1 L —0m=1) —2m-1) ,-4m-D) ~6(-1] , —(A-3)@n-D)] .,
a" =+5 (= Am)p —O(m—l)}p—Z(m—l)}p —4(m—1)}p —6(m—1)}p +W—(l—3)(m—l)}p

: : _— A-Dn-D| , o S
Secondo questa legge termine successivo all’ultimo sarebbe p”~ dove si noti che ¢

(A=D(m-1)
sempre (A-1) (n-1)+ (A-1) (m-1)=A(n)= A(m).

38. Ma se I’ordine dell’esponente m+n = A € un numero pari queste formule non possono avere
alcun luogo poiché nel caso della forma dispari p , p°, p°, p’, ... a causa del fatto che p"= p"
sarebbero contemplate anche le pari p2, p4, p6, ... 1l che non capita nel caso che m+n ¢ un numero
pari. Purtroppo i tre metodi qui utilizzati non bastano a definire le somme degli ordini pari, poiché
anche il terzo per ’ordine ottavo non fornisce tutte le determinazioni. Ma per gli ordini quarto e
sesto le somme sono state in precedenza determinate, tuttavia in esse non ¢ stata trovata alcuna
regolarita che consentisse di effettuare una congettura per gli ordini successivi. La ragione di questa
differenza ¢ chiaramente insita in ci0, dal momento che negli ordini pari qualunque coppia delle
potenze pk, A pt, pS, ... siriesce a compensare, € queste compensazioni non si trovano con i nostri
metodi; motivo per cui le determinazioni che cerchiamo restano mancanti. Pertanto ¢ ancor piu
mirabile che negli ordini dispari non ¢ reperibile alcun rapporto tra le potenze pl, p5pt Pl ... . Nel
frattempo non v’e dubbio alcuno che vengano dati altri metodi per mezzo dei quali si riescano a
sommare le serie di ordine pari, sebbene i tre qui esposti non vi riescano minimamente.

42.



