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INTRODUZIONE. 
 

1. 
 

La serie che intendiamo indagare nella presente memoria può essere vista come una 
funzione delle quattro quantità , , , x, che chiameremo elementi della stessa distinguendo 
nell’ordine il primo elemento ,  il secondo ,  il terzo  , il quarto x. Chiaramente è possibile 
scambiare il primo elemento con il secondo: se quindi per brevità indicheremo la nostra serie con il 
simbolo ),,,( xF  , avremo ),,,(),,,( xFxF   . 

 
 

2. 
 

Attribuendo agli elementi , ,   dei valori determinati la nostra serie diventa una funzione 
della sola variabile x, che chiaramente si interrompe dopo il termine 1- ovvero 1-  se  - 1 
oppure  - 1 è un numero intero negativo, nei restanti casi essa in effetti prosegue all’infinito. Nel 
primo caso la funzione restituisce una funzione algebrica razionale, nel secondo invece in genere 
una funzione trascendente. Il terzo elemento non deve mai essere un numero intero negativo né =0 a 
che non degeneriamo in termini infinitamente grandi. 

 
 

3. 
 

I coefficienti delle potenze xm, xm+1 nella nostra serie stanno come 
 

mmmmmm








 1:11  1 

 
 

                                                
1 Naturalmente i termini a sinistra e a destra del segno di rapporto si intendono racchiusi ciascuno in parentesi. 
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pertanto si avvicinano ad un rapporto di uguaglianza quanto maggiore si assume m. Se così si 
attribuisce un valore determinato anche al quarto elemento x, la convergenza o la divergenza2 
dipenderanno dalla sua natura. Perciò ogni qualvolta si attribuisce alla stessa x un valore reale, 
positivo o negativo, minore dell’unità la serie di certo sarà convergente, se non subito dall’inizio 
comunque dopo un certo intervallo3 e porterà esattamente ad una determinata somma finita.  Lo 
stesso avverrà per un valore immaginario4 della stessa x della forma 1 ba  ogni qualvolta 
aa+bb<15. Al contrario per un valore reale della stessa x o per uno immaginario della forma 

1 ba  ogni qualvolta aa+bb>1 la serie se non subito ma comunque dopo un certo intervallo 
sarà certamente divergente di modo che non si può parlare di una sua somma. Infine per il valore 
x=1 (ovvero più in generale per un valore della forma 1 ba  ogni qualvolta aa+bb=1) la 
convergenza oppure la divergenza della serie dipenderà dal carattere delle stesse , ,  , di essa ed 
in particolare della somma della serie per x=1 parleremo della sezione terza. 

È chiaro quindi che, allorquando la nostra funzione sia definita come somma della serie, che 
la ricerca sarà per sua natura ristretta a quei casi in cui la serie effettivamente converge, e così è una 
questione  vana quale sia il valore della serie in corrispondenza di un valore della stessa x maggiore 
dell’unità. In appresso comunque, e cioé nella quarta sezione, osserveremo la nostra funzione 
secondo un diverso principio, che fornirà una applicazione molto generale. 

 
 

4. 
 

La differenziazione della nostra serie, considerando come variabile unicamente il quarto 
termine x, conduce ad una funzione simile, dal momento che chiaramente si avrà 

 

),1,1,1(
d

),,,(d xF
x

xF
 


  

 
 

Lo stesso vale per le differenziazioni ripetute6. 
 
 

5. 
                                                
2 Della serie proposta, ovviamente. 
3 Oggi non diremmo certo in questo modo, in virtù del teorema che stabilisce che il comportamento di una serie (ossia 
la sua convergenza o divergenza) non muta se dalla serie stessa si rimuovono o si aggiungono un numero grande a 
piacere, ma finito, di termini. Quindi se anche una serie mostra un carattere inizialmente oscillante o apparentemente 
divergente, essa convergerà (o non) se rispetta (o meno) i noti criteri di convergenza. 
4 Mantengo il termine originale, che oggi sostituiremmo con “complesso”. 
5 Siamo all’interno del cerchio unitario di convergenza nel piano complesso per una serie di potenze. 
6 Differenziando ancora una volta abbiamo 

   
  ),2,2,2(

1
11

d
),1,1,1(d

d
),,,(d

2

2

xF
x

xF
x

xF








 




 . 

Se si moltiplica la derivata prima per [-( --1)x] e la derivata seconda per x(1-x) e si sommano poi i due prodotti così 
ottenuti, si ottiene la serie di partenza moltiplicata per . Vale quindi l’equazione differenziale del secondo ordine 

detta ipergeometrica: 0
d
d])1([

d
d)1( 2

2

 F
x
Fx

x
Fxx  . 

 



   
 

Carmine Suriano  4 2017 
 

 
Sarà utile, riportare qui alcune funzioni che è possibile ricondurre alla nostra serie ed il cui 

impiego è molto frequente in tutta l’analisi. 
 

I.   





 

t
unFtut nn ,,,   

ove il termine  è arbitrario.  
 

II.     





 

tt
uunnFtutut nnn ,

2
1,

2
1

2
1,

2
12  

III.   





 

t
unFttut nnn ,2,,2   

ove  indica una quantità infinitamente piccola. 
 

IV.     





  

tt
uunnuFntutut nnn ,

2
3,1

2
1,

2
1

2
12 1  

V.   





  

t
unuFnttut nnn ,2,1,11  

VI.   ),2,1,1(1log ttFt   

VII. 








 tttF

t
t ,

2
1,1,

2
12

1
1log  

VIII. .ecc,3,,1
2
11,2,,11,1,,1 






















k
tkttFt

k
tktF

k
tkFe t  

 
ove e  indica la base dei logaritmi iperbolici, k un numero infinitamente grande. 

 

IX. 





 

'4
,

2
1,',2

kk
ttkkFee tt  

 
k, k’  indicanti numeri infinitamente grandi. 
 

X. 





 

'4
,

2
3,',2

kk
ttkktFee tt  

XI. 





 

'4
,

2
3,',sin

kk
ttkktFt  

XII. 





 

'4
,

2
1,',cos

kk
ttkkFt  

XIII. 





 2sin,

2
3,

2
1,

2
1sin ttFt  7 

                                                
7 Va chiarito che dappertutto la notazione sin t2 deve intendersi come (sin t)2 ovvero sin2t, e analogamente per le altre 
funzioni circolari. 
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XIV. 





 2sin,

2
3,1,1cossin ttFtt  

XV. 





  2tan,

2
3,1,

2
1tan ttFt  

XVI. 





  2sin,

2
3,

2
1

2
1,

2
1

2
1sinsin tnntFnnt  

XVII. 





  2tan,

2
3,

2
1

2
1,1

2
1cossinsin tnntFtnnt  

XVIII. 





   21 tan,

2
3,

2
1

2
1,1

2
1cossinsin tnnFttnnt n  

XIX. 





   21 tan,

2
3,

2
1

2
1,1

2
1cossinsin tnnFttnnt n  

 

XX. 





  2sin,

2
1,

2
1,

2
1cos tnnFnt  

XXI. 





  2sin,

2
1,

2
1

2
1,

2
1

2
1coscos tnntFnt  

XXII. 





  2tan,

2
1,

2
1

2
1,

2
1coscos tnnFtnt n  

XXIII. 





   2tan,

2
1,

2
1

2
1,

2
1

2
1coscos tnFtnt n  

 
 

6. 
 

Le precedenti funzioni sono algebriche o trascendenti e dipendono dal logaritmo o dal 
cerchio8. Non condurremo in realtà la nostra ricerca generale sulla loro causa, ma piuttosto, al fine 
di sviluppare ulteriormente la teoria delle funzioni trascendenti superiori, la nostra serie contiene 
una grande varietà dei loro tipi. Hanno attinenza qui, tra le infinite altre cose, i coefficienti originati 
in sequenza dallo sviluppo in serie della funzione   nabbbaa  cos2  secondo il coseno degli 
angoli  , 2 , 3  ecc. sui quali specificatamente in altra occasione discuteremo più diffusamente.9 
Tali coefficienti invero possono essere ricondotti alla forma della nostra serie in diversi modi. 
Ovvero, ponendo 

 
  ecc.3cos'"22cos"2cos'2cos2    AAAAabbbaa n  

 
 

avremo in primo luogo 
 

                                                
8 Cioè dalle funzioni circolari. 
9 Una seconda parte, oltre al Nachlass che contiene i paragrafi dal 38 al 57, non ha visto la luce. 
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





 

aa
bbnnFaA n ,1,,2  







  

aa
bbnnbFnaA n ,2,1,' 12  







 




 

aa
bbnnbFannA n ,3,2,

21
)1(" 22  







 




 

aa
bbnnFbannnA n ,4,3,

321
)2)(1('" 332  

 
ecc. 
 

 
Se infatti cos2abbbaa   viene considerato come il prodotto di a-br per a-br-1 (ove r indica la 
quantità 1.sincos   ) sarà  uguale al prodotto  
 

di a-2n  

per  ecc.
321

)2)(1(
21

)1(1 3

33










a
rbnnn

aa
bbrrnn

a
brn  

 

per  ecc.
321

)2)(1(
21

)1(1 3

3321












a
rbnnn

aa
bbrnn

a
brn  

 
 
Dal momento che questo prodotto deve essere identico a  
 

)('")(")(' 3321   rrArrrArrAA  
 
 

ne verranno naturalmente fuori i valori visti prima. 
 
Avremo poi in secondo luogo 
 

 
  










 

2

4,1,
2
1

2
1,

2
1

bbaa
aabbnnFbbaaA n  

 
  










 

2
1 4,2,1

2
1,

2
1'

bbaa
aabbnnabFbbaanA n  

 
  















 
2

2 4,3,
2
3

2
1,

2
1

21
)1("

bbaa
aabbnnaabbFbbaannA n  

 
  















 
2

333 4,4,2
2
1,

2
1

321
)2)(1('"

bbaa
aabbnnFbabbaannnA n  

 



   
 

Carmine Suriano  7 2017 
 

ecc. 
 
 
valori che si deducono facilmente da 
 

ecc.)(
21

)1()(1)( 211 









 

bbaa
aabbrrnn

bbaa
abrrnbbaa n  

 
 
In terzo luogo sarà 
 

 
  










 

2
2 4,1,

2
1,

ba
abnFbaA n  

 
  










 

2
22 4,3,

2
3,1'

ba
abnabFbanA n  

 
  















 
2

42 4,5,
2
5,2

21
)1("

ba
abnaabbFbannA n  

 
  















 
2

3362 4,7,
2
7,3

321
)2)(1('"

ba
abnFbabannnA n  

 
ecc. 
 

 
E infine in quarto luogo 
 

 
  










 

2
2 4,1,

2
1,

ba
abnFbaA n  

 
  










 

2
22 4,3,

2
3,1'

ba
abnabFbanA n  

 
  















 
2

42 4,5,
2
5,2

21
)1("

ba
abnaabbFbannA n  

 
  















 
2

3362 4,7,
2
7,3

321
)2)(1('"

ba
abnFbabannnA n  

 
ecc. 
 
 
Tali valori si evincono facilmente anche da 
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 

   
ecc.)(

21
)1()(1

2
1cos4

1)(

42
1

2
1

4
22

1
2
1

2

2

2

2






































rr
ba

aabbnnrr
ba

abn

ba

ab
ba

n

n


 

 

 

   
ecc.)(

21
)1()(1

2
1sin4

1)(

42
1

2
1

4
22

1
2
1

2

2

2

2






































rr
ba

aabbnnrr
ba

abn

ba

ab
ba

n

n

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PRIMA SEZIONE. 
 

Relazioni tra funzioni contigue. 
 

7. 
 

Chiamiamo funzione contigua10 della stessa ),,,( xF   quella originata da essa tale che il 
primo, il secondo, o il terzo elemento siano aumentati o diminuiti di una unità, restando inalterati gli 
altri tre elementi. In tal modo la funzione primaria ),,,( xF   ne determinerà sei contigue, tra due 
di queste e la stessa primaria sussiste una equazione lineare semplicissima. Riportiamo qui in 
prospetto queste equazioni, in numero di quindici, omettendo per brevità il quarto elemento che si 
sottintende sempre =x, ed indicando la funzione primaria semplicemente mediante F. 11 

 
[1]      ),,1()(),,1()1(]2[0   FFxFx  
 
[2]      ),1,(),,1(0   FFF  
 
[3]    ),1,()(),,1()1()(0   FFxF  
 
[4]    )1,,())((),,1()1(])([(0   xFFxFx 12 
 
[5]    )1,,()1(),,1()1(0   FFF  
 
[6]    ),1,()1(),,1()()(0   FxFF  
 
[7]    ),1,()(),,1()()1)((0   FFFx  
 
[8]    )1,,()(),,1()1(0   xFFFx  
 
[9]      )1,,()1)(1(),,1()(]11[0   FxFFx  
 
[10]    ),1,()(),1,()1(]2[0   FFxFx  
 
[11]  )1,,())((),1,()1(])([(0   xFFxFx  
 
[12]  )1,,()1(),1,()1(0   FFF  
 
[13]  )1,,()(),1,()1(0   xFFFx  
 

                                                
10 Il termine è quello utilizzato ancora oggi. 
11 L’ordine di scrittura è chiaro: rispetto a alla prima F le [1]-[5] sono contigue in (+1), le [6]-[9] in (-1), le [10]-[12] 
in (+1), le [13]-[14] in (-1), e la [15] in (+1), per la seconda F vi sono i casi residui. In tutto 5+4+3+2+1=15 
relazioni. 
12 Nell’edizione a stampa del vol. 3 dei Werke, manca il fattore x di F(, ,+1). 
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[14]    )1,,()1)(1(),1,()(]11[0   FxFFx  
 
[15]    )1,,()1)(1()1,,())((]121[0   FxFFx 13 

 
8. 

 
Ecco ora la dimostrazione di queste formule. Ponendo 
 

M
mm

mm





)1)...(1(....221
)2)...(1()1)...(2)(1(


  

 
 
il coefficiente della potenza xm  sarà 
 
 per F . . . . . . . . . . . . . . Mm )1(   
 
 per ),1,(  F  . . . . M)1(   

                                                
13 La scrittura può essere resa compatta adottando una formulazione matriciale. Sia il vettore colonna di dimensione 15 
F i cui elementi sono uguali a ),,,( xFf k  ; la matrice A [15x6] e il vettore colonna di dimensione 6 C i cui 
elementi sono ordinatamente uguali alle funzioni contigue ),,,1( xF   ,  ),,1,( xF    e ),1,,( xF  . 
Allora le 15 relazioni gaussiane si scrivono F=AC. La matrice C è 
















































































)1)(1())
)1)(1(

)(
1

))(()1(
)1(

)1)(1(
)(

)1(
1

))(()1(
)1(

)1(

xx(γ(γ
x

x

x
x

x
x

x

x
x

x
























C

 
 

I coefficienti fk sono dati da  

 

])12(1[;)1(1
);1(;1];)([;)(2

;)1(1);1();1)((;;1
];)([;;;)(2

xx
xxx

xxx
xxfk












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 per ),,1(  F  . . . . Mmm )1)((    
 

 per )1,,( F  . . . . 
1

)1)(1(





 Mmm  

 
mentre il coefficiente della potenza xm-1  per ),,1(  F  ovvero il coefficiente della potenza xm  
per ),,1(  xF  
 

Mmm )1(    
 
 
Donde immediatamente emerge la verità delle formule 5 e 3; scambiando  con   dalla 5 ha luogo 
la formula 12, e da queste due per riduzione la 2. Inoltre per la stessa permutazione dalla 3 ha luogo 
la 6; dalla 6 e dalla 12 combinate assieme ha luogo la 9, da qui per scambio la 14, combinate le 
quali si ha la 7; infine dalla 2 e dalla 6 ha luogo la 1 e da qui permutando la 10. La formula 8 può 
essere dedotta , dalla considerazione dei coefficienti, in maniera simile come  prima le formule 5 e 3 
oppure, in maniera più elegante, dalle cose già note nel modo seguente. Cambiando nella formula 5 
l’elemento  in   -1 e  in   -1 viene fuori 
 

),,1()1,,()1()1,,1()1(0   FFF  
 
 

Cambiando allo stesso modo nella formula 9  in   +1 è 
 

),,()1()1,,1()1()1,,(])(1[(0  FxFFx   
 
Dalla differenza tra queste formule ha luogo subito la 8, e da qui mediante permutazione la 

13. Dalla 1 e dalla 8 viene fuori la 4, donde permutando la 11. Infine dalla 8 e dalla 9 si deduce la 
15. 

 
 

9. 
 

Se ’-, ’-, ’-,  come pure ”-, ”-, ”-,  sono numeri interi (positivi oppure 
negativi) è possibile passare dalla funzione ),,( F  alla funzione )',','( F  come da questa 
fino alla funzione )",","( F attraverso una serie di funzioni simili come una qualsiasi contigua 
sia antecedente o conseguente cambiando cioè continuamente innanzitutto un solo elemento, ad 
esempio   fino a che da ),,( F  si sia giunti a ),,'( F , poi cambiando il secondo elemento 
fino a che si giunge a ),','( F e poi cambiando il terzo elemento fino a che si giunge a 

)',','( F  e infine da questa fino a )",","( F . Così dal momento che si hanno, per l’art. 7, 
delle equazioni lineari tra la prima, la seconda e la terza funzione e in generale tra terne consecutive 
qualsiasi di questa serie si comprende facilmente che da qui mediante riduzione si può dedurre una 
equazione lineare tra le funzioni ),,( F , )',','( F , )",","( F  di modo che, parlando in 
generale, è possibile derivare a partire da due funzioni, delle quali i primi tre elementi differiscono 
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per numeri interi, una qualsiasi altra funzione che gode della stessa proprietà, a patto che il quarto 
elemento rimanga identico.  Ma per non dilungarci qui in elenchi, ci basta aver ora stabilito questa 
importante verità in generale, per mezzo delle operazioni necessarie al presente scopo che sono 
brevemente riportate.  

 
 

10. 
 

Siano state proposte ad esempio le funzioni 
 

),,( F , )1,1,1(  F , )2,2,2(  F  
 
 

occorre trovare un’equazione lineare tra esse. Le correliamo mediante funzioni contigue nel 
seguente modo:14 
 

FF ),,(   

1),,1( FF    

2),1,1( FF    

3)1,1,1( FF    

4)1,1,2( FF    

5)1,2,2( FF    

6)2,2,2( FF    
 
 
Abbiamo così cinque equazioni lineari (dalle formule 6, 13, 5 dell’art.7): 
 

I. 21 )1()1()1(0 FxFF    
II. 321 )1()1(0 xFFxF    

III. 432 )1()1(0 FFF    
IV. 543 )1)(1()2()1(0 FxFF    
V. 654 )1()1)(1()1(0 xFFxF    

 
 
Da I e II viene fuori, eliminando F1 

 
VI. 32 )1()1(0 xFFxF    

 
 

Da qui e dalla III, eliminando F2 

                                                
14 A solo scopo di chiarezza nella lettura ho modificato la notazione originale utilizzando pedici cifrati in luogo di apici 
virgolettati, quindi ad esempio scrivo F4 invece di F””. Ciò mi pare ammissibile visto che Gauss impiega apici così 
lunghi esclusivamente nel presente paragrafo e non vi è pericolo di ambiguità. 
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VII. 43 )1)(1()1(0 FxxFF    

 
 

Poi dalla IV e dalla V, eliminando F5 
 

VIII. 643 )1()1()1(0 xFFF    
 
 

Da qui e dalla VII,  eliminando F4 
 
IX. 63 )1()1)(1(])1()[1()1(0 FxxFxF    

 
 

 
 

11. 
 

Se volessimo elencare tutte le relazioni tra le tre funzioni ),,( F , ),,(  F  
)',','(  F  nelle quali , , , ’, ’, ’ o sono =0 oppure =+1 oppure =-1, l’insieme 

delle formule salirebbe fino a 325. Una tale collezione non sarebbe inutile, almeno per le più 
semplici di tali formule: invero è qui sufficiente averne riportato soltanto alcune, che o dalle 
formule dell’art. 7 o, se piace di più, in maniera simile a come sono state derivate le prime due di 
esse nell’art. 8, chiunque senza fatica potrà dimostrare.  

 

[16]   )1,1,1(
)1(

)1,,(),,( 


 

 FxFF  

 

[17]   )1,1,1(),,(),1,(  

 FxFF  

 

[18]   )1,1,1(),,(),,1(  

 FxFF  

 

[19]   )2,1,1(
)1(
)(),,()1,1,( 




 


 FxFF  

 

[20]   )2,1,1(
)1(
)(),,()1,,1( 




 

 FxFF  

 

[21]   )1,1,()(),,(),1,1( 


 


 FxFF  
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[22]   )1,,1()1(),,(),1,1( 


 

 FxFF  

 

[23]   )1,1,1()(),1,1(),1,( 


 

 FxFF 15 

 
 

 
 

                                                
15 Nell’edizione a stampa dei Werke il primo elemento la prima funzione è erroneamente scritto  -1. 
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SECONDA SEZIONE. 
 

Frazioni continue. 
 

12. 
 

Indicando 
 

),,,(
),1,1,(

xF
xF


     con   ),,,( xG   

 
 
è 
 

),,,(
),,,(

),1,1,(
),,,(

),1,,1( xG
xF

xF
xF

xF 










  

 
 

e quindi, dividendo l’equazione [19] per ),1,1,( xF   , 
 

),1,,1(
)1(
)(

),,,(
11 xxG

xG





 





 

 
 
ovvero 
 

[24]    
),1,,1(

)1(
)(1

1),,,(
xxG

xG












  

 
 
 
e dal momento che sarà 
 

),2,1,1(
)2)(1(

)1)(1(1

1),1,,1(
xxG

xG












  

 
 

e così via, risulterà per ),,,( xG   la frazione continua 
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[25]    

ecc.1
1

1
1

1

1
),,,(

),1,1,(












dx
cx

bx
xxF

xF


  

dove 
 

)1(
)(







a    
)2)(1(

)1)(1(






b  

 

)3)(2(
)1)(1(







c   
)4)(3(

)2)(2(






d  

 

)5)(4(
)2)(2(







e  
)6)(5(

)3)(3(






f  

 
 

e così via, la sua legge di prosecuzione è ovvia. 
Inoltre dalle equazioni 17, 18, 21, 22 segue 

 

[26]    
),,,1(1

1
),,,(

),,1,(

xGxxF
xF










  

 
 

[27]    
),,,1(1

1
),,,(

),,,1(

xGxxF
xF










  

 
 

[28]    
),,1,1()1(1

1
),,,(

),,1,1(

xGxxF
xF













  

 
 

[29]    
),,1,1()1(1

1
),,,(

),,1,1(

xGxxF
xF













  

 
 
donde, sostituiti per la funzione G i suoi valori in frazioni contigue, hanno luogo molte nuove 
frazioni continue. 
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Inoltre è chiaro naturalmente che la frazione continua nella formula 25 si interrompe se uno 
dei numeri , , ,  è un intero negativo, altrimenti prosegue all’infinito. 

  
 

13. 
 

Le frazioni continue ottenute  nell’articolo precedente sono della massima importanza, e può 
essere asserito che a malapena possono ora essere ottenute dagli analisti altre frazioni continue che 
seguono una legge di progressione tanto semplice e che non siano contenute nelle nostre come casi 
particolari. È fondamentale il caso in cui nlla formula 25 si ponga =0, dal che 1),,,( xF   e 
quindi, scrivendo -1 per   
 

[30]    

ecc.1
1

1
1

1

1

ecc.
)2)(1(
)2)(1(

)1(
)1(1),1,( 3




















dx
cx

bx
x

xxxxF












 

 
 
dove 
 




a    
)1( 





b  

 

)2)(1(
)1(






c   

)3)(2(
)1(2






d  

 

)4)(3(
)1)(2(






e  

)5)(4(
)2(3






f  

 
ecc. 

 
  

14. 
 

Vale la pena che riportiamo qui qualche caso speciale. Dalla formula I dell’art. 5 segue, 
ponendo t=1, =1 

 
[31] 
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ecc.1
54

)2(2

1

43
)2(2

1

32
1

1

2
1

1

1

1)1(
























un

un

un

un
nu

u n

 

 
 

Dalle formule VI, VII dell’art. 5 segue 
 

[32] 

ecc.1
14
3

1

10
3

1

10
2

1

6
2

1

6
1

1

2
1

1

)1log(
















t

t

t

t

t

t

tt

 

 
 
[33] 

ecc.1
97
44

1

75
33

1

53
22

1

3
1

1

2
1
1log























tt

tt

tt

tt

t
t
t
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Cambiando qui i segni – in + viene fuori la frazione continua per arc.tang t.16 

 
Inoltre abbiamo 
 

[34] 

ecc.1
10
1

1

10
1

1

6
1

1

6
1

1

3
1

1

1

1















t

t

t

t

t

t
e t

 

 
 
 

[35] 

ecc.1

sin
119
65

1

sin
97
43

1

sin
75
43

1

sin
53
21

1

sin
31
21

1

cossin

2

2

2

2

2





























t

t

t

t

t

ttt

 

 
 
Ponendo =3, =5/2, dalla formula 30 segue in maniera naturale la frazione continua 

riportata in Theoria motus corporum coelestium, nell’art. 9017.   Sempre colà sono state fornite due 

                                                
16 In effetti lo sviluppo in serie di ...

7531
1log

2
1 753



 tttt

t
t   differisce da quello di ...

753
arctan

753


ttttt  per la 

differenza di segno dei coefficienti di posto pari. 
17 Si tratta del lavoro Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium del 28 marzo 1809. 
È una corposa memoria divisa in due libri per un totale di 192 articoli. La frazione alla quale si riferisce l’Autore 
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altre frazioni continue, la sviluppo delle quali ci è parso opportuno dare anche nella presente 
occasione. Ponendo 

 

ecc.
1311
1071

119
41

1

87
65

1

x

x

x
Q














  

 
 

diventa nel passo citato 
xQ

xQ

Q
x

xx

35
2

35
21 




  , quindi 

 

xQ

xx

35
2

35
2


  

 
 
che è la prima formula; la seconda si ottiene nel seguente modo. Ponendo 
 

ecc.
1513
1071

x
1311
631

119
85

1

97
41

1

x

x

x
R



















  

 
 
sarà per la formula 25 

 
                                                                                                                                                            
esprime la serie .,..

119753
1210864

9753
10864

753
864

53
64

3
4 332 
















 xxxxX  equivalente alla frazione 

continua 

...1
)1311/(1071

)119/(411

)97/(851

)75/(21

5/61

3/4


















x
x

x
x
xX
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





 xG

R
,

2
7,

2
3,

2
11 , e  






  xG

Q
,

2
7,

2
1,

2
51  

 
 

Da qui 
 














 xFxRF ,

2
7,

2
3,

2
1,

2
9,

2
5,

2
1  







 






 xFxQF ,

2
7,

2
1,

2
5,

2
9,

2
1,

2
5  

 
 

ovvero scambiando il primo elemento con il secondo 
 














 xFxQF ,

2
7,

2
5,

2
1,

2
9,

2
5,

2
1  

 
 

Ma per l’equazione 21 abbiamo 
 





















 xxFxFxF ,

2
9,

2
5,

2
1

7
4,

2
7,

2
3,

2
1,

2
7,

2
5,

2
1  

 
 

dal che è xRQ
7
4

 ; sostituito tale valore nella formula data prima viene fuori 

 

xR

xx

35
18

35
2


  

 
 
che è la seconda formula.18 
 

Ponendo nella formula 30 
n
m

 , ntx  , per un valore infinitamente grande dello stesso 

  sarà 
 

[36] 

                                                
18 Si tratta delle due formule presenti nell’art. 90  del lavoro citto, ove l’ultima è detta di dimostrazione difficile, quindi 
non data ivi. 
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